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Extracto

La ensefianza y el aprendizaje de las matematicas es un problema que ha estado presente en
todos los niveles educativos, por tanto, la educacion secundaria no es la excepcion. En este
contexto, las investigaciones en matematica educativa han propuesto diferentes estrategias
que pretenden mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta area del conocimiento; sin
embargo, hasta el momento, dificilmente se podria decir que este problema se ha solucionado,
particularmente en México. Esta situacion motiva a seguir trabajando en esta direccion con
el propésito de ayudar a que cada dia mas maestros (hombres y mujeres) conozcan recursos
didacticos con los que puedan impartir mejores clases de matematicas en beneficio de sus
estudiantes. El presente articulo trata de coadyuvar en lo mencionado, proponiendo una
secuencia didactica para la ensefianza de las ecuaciones lineales algebraicas. La propuesta
tiene como componentes fundamentales la historia de las matematicas y la geometria.
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didactica; geometria.

Recibido: 30-03-2023 | Aceptado: 19-10-2023 | Publicado: 07-01-2024

Cémo citar: Sanchez Moreno, A., Cardenas Collazo, R., Coronel Ruiz, A. K. y Hernandez Renovato, I. (2024).
Propuesta para la ensefanza de las ecuaciones lineales algebraicas. Tecnologia, Ciencia y Edu-
cacion, 27, 187-214. https://doi.org/10.561302/tce.2024.18775

©O80 o ) _
BY NC ND Tecnologia, Ciencia y Educacion, 27 (enero-abril 2024), pp. 187-214 | 187


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
mailto:asanchez@ciidet.edu.mx
https://orcid.org/0000-0002-2520-1402
mailto:rcardenas@ciidet.edu.mx
https://orcid.org/0009-0003-1623-0679
mailto:202eaecb.kcr@gmail.com
https://orcid.org/0009-0008-0792-1511
mailto:ihernandez%40ciidet.edu.mx?subject=
https://orcid.org/0000-0002-0668-8649
https://doi.org/10.51302/tce.2024.18775

Projects and academic contributions |
ISSN: 2444-250X | ISSN-e: 2444-2887

Proposal for the teaching
of algebraic linear equations

Alberto Sanchez Moreno (corresponding autor)

Centro Interdisciplinario de Investigacion y Docencia en
Educacion Técnica (Santiago de Querétaro, México)
asanchez@ciidet.edu.mx | https://orcid.org/0000-0002-2520-1402

Raquel Cardenas Collazo

Centro Interdisciplinario de Investigacion y Docencia en
Educacion Técnica (Santiago de Querétaro, México)
rcardenas@ciidet.edu.mx | https://orcid.org/0009-0003-1623-0679

Ana Karen Coronel Ruiz

Universidad Tecnoldgica del Estado de Querétaro (México)
202eaecb.kcr@gmail.com | https://orcid.org/0009-0008-0792-1511

Isaac Hernandez Renovato

Centro Interdisciplinario de Investigacion y Docencia en
Educacion Técnica (Santiago de Querétaro, México)
ihernandez@ciidet.edu.mx | https://orcid.org/0000-0002-0668-8649

Abstract

The teaching and learning of mathematics is a problem that has been present in all educational
levels, therefore, secondary education is no exception. In this context, research in educa-
tional mathematics has proposed different strategies that aim to improve the teaching-learning
process in this area of knowledge; however, up to now it is difficult to say that this problem
has been solved, particularly in Mexico. This situation motivates us to continue working in
this direction with the purpose of helping more and more teachers (men and women) to learn
about didactic resources with which they can teach better mathematics classes for the benefit
of their students. This present paper tries to help in this sense by mean a didactic proposal
to teach the algebraic linear equation, which has as fundamental components the history of
mathematics and geometry.

Keywords: teaching methods and strategies; learning theory and science teaching; algebraic linear
equation; history of mathematics; learning; didactic sequence; geometry.
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1. Introduccion

El sistema educativo mexicano (Secretaria de Educacion Publica [SEP], 2017) considera
que la aritmética, la geometria y el algebra son las matematicas que todo estudiante debe
conocer y aprender al término de sus estudios de nivel basico. En México, la educacion ba-
sica la comprenden los niveles denominados «primaria» y «secundaria», con una duracion de
seis afos el primero y de tres el segundo. En todos estos afnos, el estudiante cursa de manera
obligatoria matematicas. El objetivo educativo es que al término de la educacién primaria el
estudiante haya adquirido un pensamiento aritmético adecuado que le posibilite transitar al
pensamiento algebraico, que conocera, aprendera y ejercitara en la educacion secundaria.

La razon de este interés en la educacion matematica radica en que unos sélidos cono-
cimientos algebraicos posibilitan al estudiante a cursar matematicas avanzadas, como la
geometria analitica y el célculo diferencial e integral, que son la puerta de acceso a una for-
macién que sera de suma utilidad en la futura vida profesional del estudiante en todos los
aspectos, independientemente de si elige 0 no una carrera que se considere intimamente
relacionada con las matematicas, como pueden ser las distintas ingenierias.

Por otra parte, los diferentes estudios acerca de los problemas que existen en el proceso
de ensefianza-aprendizaje de las matematicas a nivel basico, primaria y secundaria (Cedillo
Avalos, 2006; Garcia Zacarias, 2017; Gascén, 2009; Parra Buitrago, 2021), ponen en evi-
dencia que los estudiantes de estos niveles educativos tienen dificultad para desarrollar
una base solida de conocimientos matematicos basicos, los cuales seran indispensables
para que atiendan, de manera adecuada, cursos de matematicas de nivel medio superior y
superior. La dificultad del aprendizaje de las matematicas trae como consecuencia el alto
indice de suspensos, el desinterés por su estudio y la desercion escolar, lo cual impacta
en el desarrollo profesional, cultural y tecnolégico de cualquier pais. Por estas razones, se
buscan propuestas educativas en el ambito de la didactica de las matematicas que contribu-
yan a resolver los problemas de ensenanza-aprendizaje de esta disciplina.

2. Objetivo

El presente articulo tiene por objetivo presentar una propuesta didactica para la ensefianza
de las ecuaciones lineales algebraicas con el propésito de dar una alternativa didactica a
los profesores de matematicas de nivel basico (secundaria). La propuesta consiste en una
secuencia didactica que tiene como componentes fundamentales el aprendizaje basado en
preguntas (Sanchez Moreno et al., 2020), la historia y la geometria.
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Para lograr este objetivo, el articulo esta organizado del siguiente modo: en el epigrafe 3
se presenta una breve revision sobre la historia y la geometria en la ensefianza de las mate-
maticas; en el epigrafe 4, el fundamento tedrico didactico en el que esta enmarcada nues-
tra propuesta; en el epigrafe 5 se presenta y se ejemplifica nuestra propuesta didactica con
la ensefianza del concepto de «ecuacion lineal algebraica»; y, finalmente, el epigrafe 6 se
dedica a las conclusiones.

3. La historia y la geometria como recurso didactico

El uso de la historia en la ensefianza de las matematicas ha estado presente durante
mucho tiempo (Aranda Plata, 1992; Fried et al., 2009). Conocer la historia de las matemati-
cas permite entender los problemas y las motivaciones que dieron origen a sus conceptos,
la complejidad y dificultad de los problemas que han resuelto, la ilacion de ideas en la
formulacién de teorias y la repercusion y relevancia de dichas ideas hasta nuestros dias
(Gonzalez, 2004), es decir, concebirlas como una ciencia que evoluciona. También es evi-
dente que la historia de las matematicas las sitla en un contexto social (Ruiz, 2003) y des-
mitifica el conocimiento y la actividad matematica, situandolas en términos de las personas
y circunstancias especificas que las generaron con sus avances, éxitos, crisis y errores.
Estas caracteristicas permiten considerar la historia de las matematicas como un recurso
digno de ser utilizado en la didactica de esta area del conocimiento. La historia de las ma-
tematicas es un elemento indispensable para mejorar la calidad de la comunicacién del co-
nocimiento matematico (Gonzalez, 2004). Sin embargo, en México, es dificil encontrar en la
educacién bésica una recomendacion explicita al uso de la historia en la ensefianza de las
matematicas (SEP, 2017). Esto se puede deber a factores como una mala preparacion del
docente en este ambito o a la burocracia de los sistemas escolares, que otorgan un tiempo
insuficiente para cubrir las materias, lo que obliga a sacrificar la historia en aras de cubrir el
temario, donde, evidentemente, no se encuentra el aspecto histérico.

La historia también nos dice que la geometria ha sido fundamental para comprender o
definir conceptos matematicos. Como ejemplos, podemos citar los nimeros complejos o los
vectores (Zea Saldarriaga, 2012). En este sentido, la geometria puede ser considerada como
otro recurso didactico en la ensefianza de los conceptos matematicos.

Por otra parte, la naturaleza misma evoca la geometria. La geometria es intrinseca a la na-
turaleza y, por esa razén, también a los seres humanos. Por tanto, el hombre siempre geo-
metriza. Su cerebro encuentra geometria en los seres vivos, como los caracoles o los nautilus
(Miramontes, 1996); en objetos celestes, como las galaxias (Gonzélez Zacarias et al., 2010), o
en las estrellas, al visualizar constelaciones; y en los cristales (Pina, 2014), en los caparazones
de tortugas o en los paneles de las abejas (Alvarez-Rios, 2007), entre otros. En sus labores
cotidianas también el hombre manifiesta su pensamiento geométrico en el arte, cuando dibuja
o esculpe el marmol, o cuando construye un edificio (Garrido, 2014; Urbano Meneses, 2010).
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Por tanto, dada esta caracteristica, no ha de extrafar que sea a través de la geometria que los
seres humanos también aprendan, como sucedid en el caso de la gravitacién universal, que solo
se entendio hasta que se concibié como la curvatura del espacio y el tiempo (Velarde, 2002).

También, la geometria ha estado siempre presente como recurso que coadyuva a com-
prender mejor los conceptos matematicos. Como ejemplos podemos citar el concepto de
los «<numeros negativos», que adquiere una mayor comprension cuando se interpretan de
manera geométrica (Gallardo y Basurto, 2010), o las funciones trigonométricas seno y co-
seno, cuya geometria nos permiten entender origen, notacion y significado (Ortega Galle-
gos e Izquierdo Buenrostro, 2018). Con respecto al uso de la geometria en la solucién de
ecuaciones algebraicas basta citar el libro titulado Kita al-jabr wa'lmuqabala, que se traduce
como Libro de restauracion y oposicion, escrito por el matematico arabe al-Khwarizmi en
el siglo IX (Puig, 2008). En este libro, en cuyo titulo se encuentra el origen de la palabra «al-
gebra» (al-jabr), se describe la solucion de seis tipos de ecuaciones algebraicas, cinco de
ellas de segundo orden (cuadraticas), utilizando cuadrados y rectangulos (Collette, 2000).

En el ambito de la didactica, diferentes trabajos en ensefianza de las matematicas ponen
también en evidencia la utilidad del uso de la geometria como recurso didactico. Esta es la
razén por la que ha adquirido relevancia el uso de programas de computadora, cuyo principal
objetivo es la visualizacién de tangentes, vectores, conicas, poliedros regulares o cualquier tipo
de curva (Angulo-Acunso etal., 2017; Giandini y Salerno, 2009; Guachun Lucero y Espadero
Faican, 2021; Martin Guillén y Lezcano Rodriguez, 2021; Sanchez-Balarezo y Borja-Andrade,
2022; Zaragoza etal., 2006). De esta manera, concebimos la geométrica como una de las re-
presentaciones semiotticas (Duval,1992) de mayor relevancia en la didactica de las matema-
ticas. Esto se confirma al observar que la mayoria de los maestros recurren frecuentemente
a la geometria como una alternativa para explicar lo que desean ensefar. Por ejemplo, la
expresion algebraica x2 + y2 = 4 adquiere un mayor significado si se ilustra con un triangulo o
un circulo, de acuerdo con el contexto en el que se esté ensefiando (véase figura 1).

Figura 1. Representaciones geométricas de la representacion algebraica x2 + y2= 4

Fuente: elaboracién propia.
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Sin embargo, al igual que ocurre con la his-

toria, la geometria dificilmente se encuentra en Al igual que ocurre con la historia,
el catélogo de recursos didacticos de los do- la geometria dificilmente se

centes de educacién basica. Por el contrario, encuentra en el catdlogo de recursos
al ser la geometria también matematicas, se didacticos de los docentes de

la considera como parte del problema didac- educacién biasica. Por el contratio,
tico al que hay que hacer frente en las aulas. al ser la geometria también

En el presente trabajo, tanto la historia como matematicas, se la considera como
la geometria son consideradas en la propuesta parte del problema didictico al que
de secuencia didactica para la ensefianza del hay que hacer frente en las aulas

concepto de «ecuacion lineal algebraica».

4. Marco teodrico didactico

Como se ilustra en la figura 2, una secuencia de ensefianza esta conformada por tres
momentos: inicio o apertura, desarrollo y final o cierre (D'Hainaut, 1985), sustentada por
una planeacion didactica o en una perspectiva tedrica sobre el aprendizaje (Frola y Velaz-
quez, 2016).

Figura 2. Estructura o secuencia didactica

Final o
cierre

Desarrollo

Inicio o
apertura

Fuente: elaboracién propia.

El objetivo de la secuencia didactica que proponemos en este articulo es contar una guia,
a través de una serie de actividades, y un planeamiento eficaz que encamine al aprendizaje
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deseado. De esta manera, el maestro construira

sus propios modelos de secuencias didacticas El objetivo de la secuencia

considerando las teorias que mas le convengan, didactica que proponemos

lo que permitira establecer su manera particular en este articulo es contar una

de ensefianza, integrandola a su practica docente guia, a través de una serie de

por medio de las actividades planteadas en el aula. actividades, y un planeamiento
eficaz que encamine al aprendizaje

La estructura didactica de nuestra propuesta deseado. De esta manera, el

esta basada en generar una serie de procesos de docente construird sus propios

aprendizaje (Pozo, 2008; Pozo Municio y Gémez modelos de secuencias didicticas

Crespo, 2009) partiendo del programa de estudios considerando las teotfas que mas

y, de esta manera, cumplir con uno de los elemen- le convengan, lo que permitira

tos indispensables en una secuencia didactica, establecer su manera particular

que es el de conocer el programa al que pertene- de ensefianza, integrandola a su

ce la materia, la asignatura, el curso o cualquier préctica didactica por medio de

otro nombre que el curriculo establezca para el las actividades planteadas en el aula

trabajo docente.

De acuerdo con Pozo, el aprendizaje se clasifica en cuatro niveles y 12 subniveles je-
rarquicos (Pozo, 2008) que implican un gradiente de aprendizaje. Uno de estos niveles es
el aprendizaje verbal, que esta constituido por tres subniveles de aprendizaje que van del
asociativo al constructivo: informacion verbal, conceptos y cambio conceptual. El apren-
dizaje de informacioén verbal corresponde a los datos y hechos que memorizamos sin que
estos tengan algun significado necesariamente. Por ejemplo, se podria saber el algoritmo
para calcular la raiz cuadrada de un nimero, pero se puede desconocer el porqué de este.
En el aprendizaje de conceptos se da significado a los hechos o propiedades y estos se
relacionan entre si, incorporandolos a la estructura cognitiva. En este aprendizaje, los sim-
bolos son relacionados con ideas abstractas, lo cual les atribuye un significado méas per-
sonal. Por ejemplo, el concepto «ecuacion lineal» nos permitira identificar todas aquellas
ecuaciones que cumplen con la relacion ax + b, siendo a y b cantidades constantes y x
una cantidad variable. Finalmente, el cambio conceptual involucra una reestructuracion de
conocimientos, es decir, una modificacion de los conceptos que se tienen y los procesos
mediante los que se manejan (Pozo, 1999). Para ello se integraran los viejos conceptos con
los nuevos. Por ejemplo, sabemos que «1 elefante + 2 elefantes = 3 elefantes». Este viejo
conocimiento relacionado con el algebra (nuevo conocimiento) nos permite entender la re-
duccién de dos términos semejantes.

Por otra parte, una secuencia didactica utiliza estrategias basadas en recursos didac-
ticos, los cuales comprenden una serie de actividades cuyo objetivo es impactar en el
aprendizaje del estudiante. La figura 3 muestra la estructura de una secuencia didactica
mediante un diagrama de flujo que involucra todos estos componentes. Esta estructura
puede ser aplicada a cualquier tema de matematicas que deseemos ensefar.
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Figura 3. Estructura general de la secuencia didactica

Etapas
de la secuencia [ Desarrollo ]—v[ Cierre ]
didactica l
A
Recursos
o herramientas Recurso didactico
didéacticas |
Actividades ¢
de la secuencia Actividades Actividades Actividades
didéctica ¢ ¢ ¢
Clasificaciones Tipo de Tipo de Tipo de
de aprendizaje aprendizaje aprendizaje aprendizaje
Resultados Resultado de Resultado de Resultado de
de aprendizaje aprendizaje aprendizaje aprendizaje
Fuente: elaboracién propia.

A continuacién, desarrollamos las etapas de una secuencia didactica:

A) Apertura

Las actividades de apertura pueden tener los siguientes objetivos:

e Preparar y alertar al estudiante con respecto a qué y como aprender. Esto per-
mitirda que el alumno recuerde o aprenda conceptos previos al conocimiento que
se le estara impartiendo.

¢ Que los alumnos conozcan las circunstancias que rodean su aprendizaje y que
generen expectativas adecuadas.

* Que el alumno se motive a estudiar el tema que le sera ensenado.

En el caso de las matematicas, es conveniente utilizar una estrategia didactica que
permita al estudiante recordar y, en su caso, conocer conceptos matematicos necesa-
rios para abordar el tema que se va a ensefiar. Por ejemplo, en el caso del dlgebra, dichos
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conocimientos serian los numeros reales, las operaciones fundamentales de la aritmética
y el concepto de «variable». También resulta importante una breve, pero significativa, pre-
sentacion histérica acerca de como surgié el concepto objeto de ensefianza. Esto, ademas
de la motivaciéon que puede provocar en el estudiante, podria hacer evidente las dificulta-
des o los obstaculos que se han tenido para entender este tema, los cuales, posiblemente,
también estén presentes en los estudiantes que recibiran la leccién. En este sentido, la
etapa de apertura estaria enmarcada en la responsabilidad del docente de impartir correc-
tamente las clases y supervisar el desarrollo adecuado de actividades como la discusion y
la reflexion del tema, las tareas y las actividades asignadas y la evaluacion del aprendizaje.

B) Desarrollo

La etapa de desarrollo es donde el estudiante va relacionando e interrelacionando las
ideas y conceptos para lograr el aprendizaje propuesto. Por ejemplo, en esta etapa se puede
hacer uso de las representaciones semiéticas (Duval, 2004) y de los ejemplos ilustrativos.
Cabe mencionar que, en este momento de la secuencia, el estudiante transitara por el gra-
diente de aprendizaje. Asi, en el caso del aprendizaje verbal, se trabajara a través de las
actividades que desarrollaran el docente y sus estudiantes, con las cuales se pretende que
aprendan, en un primer momento, informacion verbal, después conceptos y, finalmente,
que alcancen un cambio conceptual (Pozo, 2008; Pozo Municio y Gémez Crespo, 2009).
Esto se lograra a través de la incorporacion de informacién a la memoria del estudiante para,
posteriormente, alcanzar el aprendizaje de definiciones y el significado de diferentes sim-
bolos, adquiriendo la comprension de los conceptos, lo que le permitira darles significado,
comprenderlos y aplicarlos; finalmente, la atencion a los ejemplos ilustrativos y la resoluciéon
de problemas les permitira cambiar su forma de entender los conceptos, incorporandolos
a su nueva forma de pensamiento.

C) Cierre

Las actividades de cierre permiten llevar a cabo una revision final de la clase, donde se
resumen las ideas principales de lo que se ensefi6 e incluso motivan a los estudiantes para
discutir y reflexionar acerca del tema tratado.

Dichas actividades también permiten resolver problemas que conducen al estudiante a
desarrollar un aprendizaje de cambio conceptual o de reestructuracién de lo aprendido, ya
que construira nuevas estructuras conceptuales que le permitiran ejercitarse en la integracion
de sus conocimientos previos con los nuevos que ha aprendido, es decir, aprendera a tener
el control sobre sus propios procesos de aprendizaje con el fin de utilizarlos con un criterio
propio. De esta manera, queremos que el estudiante reflexione sobre su propio conocimiento.

En el siguiente epigrafe ejemplificamos nuestra propuesta de estructura de ensefianza
con el tema de las ecuaciones lineales algebraicas.
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de las ecuaciones lineales algebraicas

Proyectos y
aportaciones académicas

5. Propuesta didactica aplicada a la ensefianza de las ecua-
ciones lineales algebraicas

Las ecuaciones lineales algebraicas se ensefian y se estudian en el tercer grado de la
educacion secundaria (SEP, 2017). En este sentido es necesario considerar como antece-
dentes los conocimientos adquiridos en la educacion primaria.

Secuencia didactica para la ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones lineales algebraicas

¢ Historia
e Repasar y recordar
¢ Interrogatorio directo

i

Desarrollo

e Geometria
e |nterrogatorio directo

Cierre

e Aprendizaje basado
en problemas

i

¢ Breve introduccion histérica
del lgebra y de las ecua-
ciones lineales.

¢ Repaso de lo aprendido en

Introduce y explica las ecua-
ciones lineales mediante la
utilizacion del interrogatorio
directo y la geometria, utili-

Cios para resolver en clase

o Plantea problemas y ejerci-
0 como tarea.

la educacién primaria. zando ejercicios y problemas.
Estudiante Estudiante Estudiante

Elaboracion del mapa con-
ceptual del tema.

Ejercicios de repaso.
Elaboracién de lineas del

Resuelve problemas o ejerci-
cios que necesitan la aplica-
cion directa del conocimiento
adquirido durante la leccion.

¢ Resuelve el problemas o los
gjercicios planteados.

tiempo.
Informacion i + + . Cambio
Informacion Cambio
verbal Concleptos conceptual conceptual

I
{ El estudiante obtuvo ]

v

Un aprendizaje verbal

Fuente: elaboracion propia.

>
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A) Apertura

En esta etapa de la secuencia de ensefanza-aprendizaje se tendra como objetivo que el estudiante pueda
recordar, identificar o definir los conocimientos previos pertinentes al nuevo contenido que aprendera, ade-
mas de que, a través de la historia, se motive el interés por este tema. Se propone una exposicion breve,
pero que motive, de la historia de las ecuaciones lineales algebraicas. En el cuadro | se da un ejemplo de
esta afirmacion.

Cuadro I. Actividad de apertura histdrica
Maestro, expresandose verbalmente

Antes de iniciar la clase déjenme platicarles una historia. La historia que les voy a contar se ubica entre
los anos 323 y 146 a. C. A esta época se la conoce como «helenistica». Las fechas corresponden a la
muerte de Alejandro Il de Macedonia, més conocido como Alejandro Magno (356 a. C.-323 a. C.), y al
momento en que Grecia se convierte en una provincia del Imperio romano, respectivamente. Durante
este periodo de tiempo se llevo a cabo una recopilacién de composiciones poéticas breves conocidas
como «epigramas». Esta coleccion de epigramas dio origen a una obra literaria que lleva el nombre de
Antologia palatina. Los epigramas correspondian a problemas que tenian como propdsito poner a prue-
ba el ingenio de quien trataba de resolverlos. Entre este conjunto de enunciados se encuentra uno rela-
cionado con episodios de la vida del matematico griego Diofanto, de quien solo se sabe que vivi6 en la
ciudad egipcia de Alejandria alrededor del afio 250 a. C., y cuyo proposito fue descubrir cuantos afios
vivé este personaje. Sin embargo, en la Antologia palatina, Unicamente se encuentra el enunciado de este
problema y no la soluciéon. En la actualidad, la solucion a este problema es bien conocida. Esto se debe
al conocimiento matematico que poseemos, con el cual podemos traducir el enunciado a una ecuacion
lineal algebraica, cuya solucién aprenderemos en esta clase.

Otra civilizacién que contempld la idea de ecuaciones fueron los egipcios. Esto se conoce a través del pa-
piro de Rhind, escrito en el afo 1650 a. C. En este papiro, de aproximadamente 6 m de largo y 33 cm de
ancho se encuentran 87 problemas matematicos resueltos, que, seguin su autor, el escriba Ahmes, fue-
ron copiados de un texto que data del afio 2000 a. C. En este documento se encuentran problemas rela-
cionados con la aritmética, las fracciones, el célculo de éreas y volimenes, las progresiones, los repartos
proporcionales, la regla de tres, la trigonometria y las ecuaciones lineales. Con respecto a las ecuaciones
lineales podemos encontrar ejemplos de problemas resueltos utilizando ecuaciones lineales, que, con la
notacién actual, podriamos escribir de la siguiente manera:

X+lx =b
a

Donde a'y b representan nimeros naturales.

LLa manera de resolver este tipo de ecuaciones era a través del ensayo y del error.
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Otro referente con respecto al uso de las ecuaciones lineales algebraicas son los chinos. Entre sus logros
matematicos se encuentra un método para resolver sistemas de ecuaciones. Este método es un tanto
parecido al utilizado hoy en dia con un arreglo de nimeros conocido con el nombre de «matrices». Los
chinos hacfan un arreglo (ordenamiento) con los factores de las ecuaciones y mediante operaciones de
resta entre las columnas del arreglo lograban simplificar el sistema, de tal manera que una de las incég-
nitas era encontrada, lo que traia como consecuencia conocer las otras.

La historia de las ecuaciones tiene sus inicios cuando las primeras civilizaciones empezaron a desarrollar
el lenguaje simbdlico de la aritmética y el &lgebra. Esto se entiende porque las civilizaciones primitivas solo
tenian la necesidad de realizar operaciones simples que involucraban la suma, la resta y la multiplicacion.
Las ecuaciones empezaron a surgir cuando las grandes civilizaciones comenzaron a desarrollar la inge-
nieria y la astronomia y tuvieron la necesidad de realizar complicados calculos.

Fuente: Estrada Analco (2018), Galan Viogue (2004), Garcia Pefia y Garcia Castillo (2020),
Morales Peral (2002), Puig (2008) y Trujillo Tovar y Martinez Truiillo (2010).

Otra posibilidad para esta etapa de la secuencia didactica es dar un repaso de lo aprendido en la educa-
cion primaria, donde implicitamente se empieza a trabajar con las ecuaciones lineales algebraicas a través
de ejercicios aritméticos. Esto se puede realizar de la siguiente manera: se solicita a los estudiantes deter-
minar cierto nimero para que se cumpla la ecuacion correspondiente, como se muestra en la figura | (a).
En este tipo de ejercicios el espacio juega el papel de incognita.

Figura |. Ejercicios aritméticos que implicitamente ensefian el concepto de «variable»

a) Determine el niumero que hay que colocar b) Determine el valor de la letra para que se
en el cuadro para que se cumpla cada una de cumpla cada una de las operaciones.
las operaciones.

5+ ]=12 5+[N]=12
3-[ =1 3-[z]=1
[ 1x8=40 (W] x 8 =40
[ J+4=7 V]+4=7

Fuente: elaboracién propia.

Repasando y recordando este tipo de ejercicios, implicitamente se esta iniciando al estudiante en el algebra.
El siguiente paso es repetir los mismos ejercicios, pero ahora, en lugar del espacio cuadrado, colocaremos
una linea. El estudiante deberia ser capaz de darse cuenta de que €l gjercicio es idéntico al anterior y de que
solamente se ha sustituido el espacio por una letra, de donde inferira que el valor de esa letra es el nUmero

>
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que previamente ha encontrado. Este aprendizaje conductista (Leiva, 2005) le hara entender que los nu-
meros pueden ser representados por simbolos literales (por letras). La figura | (b) ilustra esta situacion.
Otra forma de intervencion didactica en la apertura de la secuencia de aprendizaje podria consistir en un
interrogatorio directo, donde el maestro, a través de preguntas, haga evidente la conceptualizacion de la
variable. En los cuadros Il 'y lll podemos ver dos ejemplos.

Cuadro Il. Ejemplo de preguntas para comprender el concepto de «variable»

Consideremos el siguiente ejercicio de la escuela primaria:

Maestro (escribiendo en la pizarra 5+ =12
y expresandose verbalmente)

¢ Qué nuimero hay que poner sobre la linea para que al su-
marlo a 5 nos dé como resultado 127

Alumno (escribiendo en la pizarra) 7
Maestro (expresandose verbalmente) Cierto, 5 + 7 da como resultado 12.

Hagamos otro ejercicio, poniendo n en vez de la linea. ; Qué
numero debe representar n para que sumandolo a 5 dé
como resultado 127

Alumno (contestando por analogia) El valor de n debe ser 7 porque 5 + 7 = 12.
Maestro (expresandose verbalmente) ¢ Qué puede concluir de este gjercicio?
Alumno (contestando por deduccion) Quen=7.

Excelente respuesta. El nimero 7 puede ser representado
por la letra n.

Maestro (expresandose verbalmente
y escribiendo en la pizarra)

Maestro (expresandose verbalmente)

Fuente: elaboracion propia.

Cuadro lll. Ejemplo de preguntas para comprender el concepto de «variable»

Consideremos ahora otro ejercicio:
Maestro (escribiendo en la pizarra _ x8=40

y expresandose verbalmente)

¢ Qué numero hay que poner sobre la linea para que al mul-
tiplicarlo por 8 nos dé 407
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Alumno (escribiendo en la pizarra) ®
Maestro (expresandose verbalmente) Cierto, 5 x 8 da como resultado 40.

Procedamos como en el ejercicio anterior. Pongamos n en
vez de la linea. ;Qué numero debe representar n para que
multiplicado por 8 dé como resultado 407

Alumno (contestando por analogia) El valor de n debe ser 5 porque 5 x 8 = 40.
Maestro (expresandose verbalmente) ¢ Qué puede concluir de este ejercicio?
Alumno (contestando por deduccién) Quen=5.

Excelente respuesta. El niumero 5 puede ser representado
Maestro (expresandose verbalmente) por la letra n. ¢ Qué puede concluir de este par de gjercicios
que hemos realizado?

Maestro (expresandose verbalmente
y escribiendo en la pizarra)

Alumno (contestando por Que la letra n puede ser 7 0 5.
reestructuracion de lo aprendido)

Muy bien. La letra n puede representar cualquier nUmero de-
pendiendo de la operacion donde se encuentre. En nuestro
caso, primero fue una suma y después una multiplicacion.
Por eso la llamamos «variable».

Maestro (expresandose verbalmente)

Fuente: elaboracién propia.

De esta manera, mediante interrogatorio, el maestro ensefa el concepto de «variable» como nimero y
como incognita.

Una vez que se hayan puesto suficientes ejemplos para cumplir el objetivo de ensenanza y que el estu-
diante haya realizado ejercicios por su cuenta a través de tareas, estara preparado para incursionar en la
etapa de desarrollo.

B) Desarrollo

En esta etapa se buscaran los aprendizajes de informacion verbal, de conceptos y de cambio conceptual
mediante la memorizacion, los registros de representacion semiotica y los ejemplos ilustrativos. El objetivo
para esta etapa de la secuencia didactica es que el estudiante entienda el significado de los conceptos a
partir de lo que se le ha ensefiado en la etapa de apertura, que organice la nueva informacion en diferentes

>
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representaciones (verbal, simbdlica y geométrica), que almacene la nueva informacion en su memoria de
largo plazo y que a los conceptos aprendidos les atribuya significado, interpretandolos en el contexto
de las matematicas.

A continuacion, presentamos la manera en la que proponemos que el maestro lleve a cabo la etapa de
desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones algebraicas lineales.

Después de haber superado con éxito la etapa de apertura corresponderia ensefiar a los alumnos a razo-
nar con incoégnitas. Esto se puede llevar a cabo mediante la ejercitacion de problemas verbales (Karplus,
Pulos y Stage, 1981) como el siguiente:

Juan penso en un numero, le agregd 10, multiplico el resultado por 2 y obtuvo 24. ;Cual es el
numero que penso?

De acuerdo con Karplu et al. (1981), el estudiante resolvera el problema mediante un proceso de ensayo
y error a partir del resultado que da el problema. Sin embargo, consideramos que este tipo de actividad
puede ser significativa si se considera una traduccién inmediata al registro de representacion algebraico
mediante la intervencion docente, esto es, una vez que el alumno haya reflexionado acerca de como ob-
tuvo el resultado, entonces el docente procederé a indicarle cémo se traduce este en términos de las va-
riables. En el ejemplo mencionado la traduccion seria:

2(x+10)=24
Equivalentemente:
2x+20=24
En este punto habria que mencionarle al alumno que todas las expresiones de estas caracteristicas se de-

nominan «ecuaciones lineales algebraicas», es decir, ecuaciones donde la incégnita, en este caso x, solo
aparece multiplicada por ndimeros y no por si misma.

Finalmente, en el cuadro IV se utiliza la geometria como herramienta didactica, también mediante interro-
gatorio directo (aprendizaje basado en preguntas).

Cuadro IV. Geometria como herramienta didactica

Consideremos el siguiente problema: encontrar el valor de la varia-
Maestro ble x para que se cumpla la ecuacion 2x + 3 = 9. ;;Cémo llamamos
a esta expresion matematica?

Alumno (dirigiéndose Una ecuacion lineal algebraica.
al maestro)
Maestro (escribiendo Muy bien, ahora, consideren como unidad un segmento de recta,
en la pizarra) esto quiere decir:
>
| 2
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Maestro (escribiendo | |
en la pizarra) (cont.) | |

El segmento representa al nimero 1. ;Cémo representariamos el
numero 37

&
Alumno (contestando | |RAEEREEEE
: o 1 1 1
por analogia y escribiendo |EG—G—G—G_GS= Ao e A e P .

en la pizarra) | | | |

Se unen tres segmentos. Esa es la representacion geométrica del
numero 3. Ahora volvamos a nuestro problema. ;Como represen-
tarfamos el niumero 97

Alumno (dibujando N —
y escribiendo en la | | | | | | | | | |

pizarra) — 1 T T T T 1T T 1 1

Excelente. Ahora, recuerde que el simbolo = indica que lo que se
encuentra a ambos lados de él tiene igual valor. Entonces, ¢cual
serfa la representacion geomeétrica de la cantidad 2x + 37

El segmento de 9 unidades sera igual a la cantidad 2x + 3.
Alumno (dibujando 2% +3

y escribiendo en la oSS e E e mTmmmommmommmomomommoomomomoooo .
pizarra) I I I I I I I I I I

Estoy de acuerdo con usted. Como cada segmento de recta es la
unidad, esta gréfica se puede poner como:

¢ Cuantas unidades le corresponden a 2x?
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Le corresponderian 6 unidades.

2X 3
Alumno (contestando por S i A aihhhhhbly Aommmmomeems
comparacion y dibujando | | | | | | | | | |
en la pizarra) I I I I I I I I I I
6

Correcto: 2x = 6. Finalmente, ¢cual es el valor de la variable x para
Maestro o )
que al multiplicarla por 2 dé como resultado 67
Alumno (contestando, tenien- SRR RS

do en cuenta sus conoci- K3

mientos previos [aritmética]) -

Excelente. La solucion de la ecuacion lineal 2x + 3 =9 es:
Maestro
x=3

El desarrollo de la clase puede continuar adelante, de manera que el estudiante realice el mayor nimero
posible de ejercicios parecidos a este hasta que los domine. Después, el maestro planteara un caso de
mayor dificultad, como el que se puede ver en el cuadro V.

Cuadro V. Didlogo maestro-alumno

Ahora que ya dominamos este tipo de ejercicios, intentemos re-
solver uno de mayor dificultad: encontrar el valor de la variable x
para que se cumpla la ecuacion 4 + 2x = 6 + x. ; Como llamamos
a esta expresion matematica?

Maestro

Esta es una expresion mas complicada, pues la incognita aparece
en dos de los términos de la ecuacién; sin embargo, observo que en
ambos casos solo esta multiplicada por nimeros, por tanto, cum-
ple con la definicion vista de «ecuacion lineal algebraica». ¢ Estoy
en lo cierto?

Alumno (dirigiéndose
al maestro)

Es correcto. Es una ecuacion lineal algebraica. Ahora, consideren
como unidad un segmento de recta y otro segmento de longitud
desconocida x. Esto quiere decir:

Maestro (escribiendo
en la pizarra)
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Maestro (escribiendo
en la pizarra) (cont.)

Alumno (recordando

y escribiendo en la piza-
rra su respuesta obtenida
por analogia)

Maestro

Alumno (dibujando y
escribiendo en la pizarra)

Maestro (expresandose
verbalmente y
escribiendo en la pizarra)

Alumno (dibujando y
escribiendo en la pizarra)

-
x

Estos segmentos representan el nimero 1y la incognita, respecti-
vamente. ;Como representariamos el segmento 4 + 2x?

4 2X
1 1 1 1 X X

Se unen 4 segmentos de valor 1. Esa es la representacion geomé-
trica del nimero 4. Y se unen 2 segmentos de valor x. Esa es la
representacion geométrica de 2x. Ahora, §,como representariamos
el segmento 6 + x?

6
---------------- e T TP
1 1 1 1 1 1 X

Muy bien. Ahora, comparemos ambas representaciones geométri-
cas de la siguiente forma:

6 X 4 X 2
___________ O S S
1 1 | | | 1 1 | | | |
T T 1T 1T 1" | [T 1T 171 [T
------- Ay A - - —————— """V‘""‘"V‘"""'“

4 2x — 4 X X
' |
[

;Qué se puede concluir de esta comparacion?

Ahora veo qué segmento de x debe tener un valor de 2 unidades,
es decir:

X=2
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Excelente, la solucion de la ecuacion lineal algebraica 4 + 2x =
=6+xes:

X=2

Habra que continuar realizando mas ejercicios de este tipo hasta que el estudiante domine la técnica. De
esta manera, aprendera qué es una ecuacion lineal algebraica y como resolverla por un método geométrico.

En esta etapa del desarrollo se han utilizado registros de representacion verbal, simbdlico y geométrico
que han permitido al estudiante obtener un aprendizaje de informacién verbal, de conceptos y de cambio
conceptual. Al incorporar a su memoria el procedimiento ensefiado lograra la comprension de la solucion
de una ecuacion lineal algebraica, a la que le atribuira significado, ya que, al entender los ejemplos ilustra-
tivos, podra construir nuevas estructuras conceptuales integrando sus conocimientos anteriores con los
nuevos que se le han ensenado.

La etapa de cierre de nuestra propuesta de ensefianza-aprendizaje del concepto de «ecuacion lineal alge-
braica» tiene por objetivo el aprendizaje de cambio conceptual o la reestructuracion de lo aprendido. Nue-
vamente, en esta etapa se recurre a los problemas y se desea que el estudiante sea capaz de aplicar signi-
ficativamente el conocimiento aprendido en las etapas anteriores de la secuencia didactica. Si el estudiante
cumple con éxito este momento de la secuencia de ensefianza-aprendizaje, podemos decir que ha adqui-
rido todos los niveles de aprendizaje que marca la taxonomia de Pozo (2008), que son:

e Fisico. Adquirira informacion sobre la estructura conceptual del tema a través de su memoria y de la
cognicion, que le permitira comprender los conceptos estudiados. En este caso, el concepto de «ecua-
cion lineal algebraica».

¢ Informativo. Adquirira conocimiento y registrara cambios significativos en su entendimiento de «varia-
ble» y «ecuacion lineal algebraica» a través de la practica y el aprendizaje significativo, lo que reducira
su incertidumbre acerca de lo estudiado. También, utilizara su memoria para almacenar o registrar esos
cambios, y, por tanto, cualquier estado presente sera una huella de lo sucedido en el pasado, por lo que
puede interpretarse en funcion de su pasado.

¢ Representacional. Utilizara la informacion para elaborar representaciones semioticas, estableciendo
una estrategia de solucion del entorno teorico al que se enfrentara para resolver los problemas que se
le plantearan.

De esta manera esperamos que su aprendizaje surja de esta reorganizacion jerarquica. Nuestra propuesta
considera que esta etapa de la secuencia de ensefanza-aprendizaje implica que el estudiante tenga control
sobre sus propios procesos de aprendizaje, que es equivalente al aprendizaje significativo que tanto se anhela
en la didactica de las matematicas, y, por tanto, lo podra utilizar a su mejor entender y parecer, controlando
y regulando sus procesos cognitivos, asi como habituandose a reflexionar sobre su propio conocimiento.

Los siguientes problemas son ejemplos de la actividad de cierre.
| 2
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Problema 1

Las investigaciones encontraron que el alcohol diluido en agua al 60 % es la formula mas eficaz para
desactivar el coronavirus (COVID-19). Si se tienen 10 litros de una mezcla de agua y alcohol, donde el
20 % de la mezcla corresponde a alcohol, ¢cuantos litros de liquido se deberan extraer para obtener
el porcentaje de alcohol sugerido para contrarrestar el virus?

El planteamiento para la solucion de este problema llevaré a la ecuacion lineal algebraica:

4x
2+—=7
5
Donde x representa el numero de litros que se van a retirar de la mezcla. La solucion esperada se
ilustra a continuacion:
4 X iX iX
2 ® 2 5 2 5
L1 | | [ | | | L1 | |
[T 1 | T 1 | [T 1 |
Es equivalente a Es equivalente a
25
7 2 5 2 5
I Y I I | I I N | L1 | |
T 1T T 17T T 1T T T T 1T 1T 171 [T 1 |
Comparando los segmentos se observa que:
Es equivalente a Es equivalente a
ix=§ H lx4x:i><25 q—I 4x =25
5 5) 5 5
¢ Qué cantidad debemos multiplicar por 4 para obtener 257 Respuesta: %75

Entonces: =

)

2_5 Es equivalente a X = 5 X i
4

Conclusion. Se deben retirar 5 litros y 5/4 de la mezcla.

Problema 2

Juan tiene 46 anos y Margarita 17. ; Dentro de cuantos anos Margarita tendra la mitad de afos que Juan?
El planteamiento para la solucion de este problema llevara a la ecuacion lineal algebraica siguiente:

>
»
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17 +x=23+X
+ X 5

Donde x representa los afos que faltan para que Margarita tenga la mitad de los afios que Juan. La
solucion esperada se ilustra a continuacion:

17 X
A T I I I A A I Iy |
1Tt 7r T 71T 17T T 17 T 1T 1T T I
X
23 2
N I I [ [ A I I |
1ttt rrrrt1r T 1T T 17T 1T T 1T T 1T 1T 1T T I
X X
17 2 2
I I I I I I A A A I
(1T 1r1r1T 1T 17T 17T 17 17T 17 7T T T T |
X
17 6 2
N I I [ [ A I I |
1ttt rrrrt1r T 1T T 17T 1T T 1T T 1T 1T 1T T I
Comparando los segmentos se observa que % =6.
¢ Qué cantidad debemos dividir entre 2 para obtener 67 Respuesta: 12

Entonces: x=12

Conclusion. Dentro de 12 afios Margarita tendra la mitad de afos que Juan.

Problema 3

Transelnte, esta es la tumba de Diofanto. Es él quien con esta sorprendente distribucion te dice el
numero de afos que vivid. Su nifiez ocupd la sexta parte de su vida; después, durante la doceava
parte, su mejilla se cubrid con el primer bozo. Pasé aun una séptima parte de su vida antes de tomar
esposa y, cinco afos después, tuvo un precioso nifo que, una vez alcanzada la mitad de la edad
de su padre, perecié de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorandole, durante
cuatro ahos. ¢De qué edad muri6 Diofanto? (Puig, 2006).

El planteamiento para la solucion de este problema llevara a la ecuacion lineal algebraica siguiente:

50x + 504 = 56x
>

>
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|

<
Donde x representa la vida de Diofanto. La solucion esperada se ilustra a continuacion:

504 50x
I | I
[ [ |
56x
| |
I I
504 50x
I | I
[ [ |
6X 50x

Comparando los segmentos se observa que 6x = 504.
¢ Qué cantidad debemos multiplicar por 6 para obtener 5047 Respuesta: 84
Entonces: x =84

Conclusion. Diofanto vivid 84 anos.

Fuente: elaboracion propia.

6. Conclusiones

Las matematicas son parte del conocimiento hu-

mano, razoén suficiente para aprenderlas y ensefiar- Las matematicas son parte del
las, pero, ademas, son muy utiles, lo que las vuelve conocimiento humano, razén
aun mucho mas importantes. En este sentido, pensa- suficiente para aprenderlas y
mos que cualquier intento por contribuir a su proce- ensefiarlas, pero, ademads, son
so de ensefianza-aprendizaje sera bien recibido. El muy utiles, lo que las vuelve
trabajo aqui presentado pretende contribuir en esta todavia mucho mis importantes

direccion. Por otra parte, dado el caracter jerarquico
de las matematicas (un concepto se construye
sobre otro), resulta importante atender la problematica de su didactica desde los niveles
educativos basicos, que, en el caso de México, corresponden a los niveles de primaria y
secundaria. En el caso de la educacién secundaria, podemos decir que el problema funda-
mental al que se enfrentan los estudiantes es el de superar la transicion del pensamiento
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aritmético (adquirido en educacién primaria) al pen-

samiento algebraico. Considerando que la historia En el caso de la educacién

nos indica que la geometria ha sido un recurso que secundaria, podemos decir

ha permitido la comprensién de conceptos tanto fi- que el problema fundamental

sicos como matematicos, en este trabajo se hace al que se enfrenta e] alumnado

uso de esta representacion matematica para la en- es el de superar la transicién

sefianza de las ecuaciones lineales. del pensamiento aritmético

(adquirido en educacién primatia)

En este trabajo hemos presentado una pro- al pensamiento algebraico

puesta didactica para la ensefianza de las ecua-
ciones lineales algebraicas para la educacion
secundaria en México. La secuencia didactica presentada utiliza como recursos didacticos
la historia, la geometria, la ensefianza basada en preguntas (didlogo maestro-alumno) y los
problemas. Mediante esta propuesta se pretende alcanzar un aprendizaje verbal, de acuer-
do con la taxonomia de Pozo (2008), para lo cual cada una de las actividades propuestas
para el docente y el alumno contribuyen al aprendizaje en los tres niveles: verbal, concep-
tual y de cambio conceptual.

Consideramos que un parte importante de esta

propuesta es el uso del aprendizaje basado en Consideramos que un parte
preguntas, establecido como un dialogo entre el importante de esta propuesta
alumno y el maestro, donde el docente guia al es el uso del aprendizaje basado
estudiante hacia su propio aprendizaje. En este en preguntas, establecido como
sentido, la propuesta se encuentra inmersa en el un didlogo entre alumnado
constructivismo (Araya etal., 2007; Ortiz Granja, y profesorado, donde el docente
2015) y coadyuva al tan ansiado aprendizaje sig- guia al estudiante hacia su
nificativo (Moreira, 2012, 2017). Por otra parte, la propio aprendizaje

geometria se encuentra en el marco de la teoria
de las representaciones semiotticas (Duval, 2006),
la cual nos dice que un concepto matematico no es tangible y, por tanto, solo se puede
conocer a través de construcciones de sistemas de expresién y representacion como son
los simbolos matematicos, las graficas, el diagrama o los esquemas (Duval, 1999). Estas
tienen como propésito la comunicacion y el entendimiento de los conceptos. En este sen-
tido, nuestra propuesta hace uso de la representacion geométrica (en particular, del seg-
mento de recta), de la representaciéon simbdlica (al expresar algebraicamente la ecuacién
lineal) y de la representacién numérica.

Nuestra propuesta didactica pretende contribuir al cambio conceptual del estudiante al
considerar como actividad de cierre de la secuencia didactica la solucion de problemas, ya
que, para llevar a cabo esta actividad, el estudiante debe aplicar significativamente su co-
nocimiento previo —la aritmética, en el caso de las ecuaciones lineales algebraicas—, junto
con el conocimiento aprendido en las etapas anteriores de la secuencia didactica.
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Por otra parte, en la didactica de las matematicas es importante tener claro a dénde se
quiere llegar en el proceso de generacion de aprendizaje. En este sentido, las diferentes
taxonomias constituyen una alternativa que se ha de considerar (Atonal Gutiérrez, 2020).

En este trabajo presentamos una secuencia didactica que cumple con los subniveles
jerarquicos del nivel de aprendizaje verbal de la taxonomia de Pozo (2008), dado que con-
sideramos que esta taxonomia es la que mejor se adapta a la didactica de las matemati-
cas. En este sentido, si el estudiante cumple con éxito la secuencia didactica propuesta,
alcanzara el aprendizaje significativo del concepto de «ecuaciones lineales algebraicas».

Este trabajo tratd de mostrar la importancia que tiene la historia y la geometria en la en-
sefianza de las matematicas, asi como la necesidad de incorporar los resultados de apren-
dizaje en una secuencia didactica, de tal manera que esta pueda impactar en el aprendizaje

significativo de los estudiantes de matematicas de nivel secundaria.
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